Sformulowanie zadania optymalizacji nieliniowej
bez ograniczen:

Funkcja celu f(x) :
f (x):R” — R

lizacji polega na lezieniu wektora zmiennych decyzyjnych x,

Zadanie optyn
nalezgcego do zbioru rozwigzan dopuszczalnych R*

takiego, ze dla VxeR" R
r(3)=re
Co jest rownoznaczne zapisowi:

min /)-7(x)

XeR"
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Zadanie programowania nieliniowego bez ograniczen

DEFINICJA.

Kierunkiem d w przestrzeni R" nazywamy dowolny n-wymiarowy wektor
kolumnowy. Niech bedzie dany punkt X € R" oraz skalar 7 e [0;400).
Dowolny punkt ye€R"  lezacy na poiprostej wychodzacej z

punktu x w kierunku ¢ # 0 bedzie wowczas okreslony zaleznoscia
y=x+zd
LEMAT.
Niech f:X=R"—R' bedzie funkcjg rézniczkowalng w punkcie x° € X
Zatézmy, ze istnieje d, dla ktdrego:
(V) d) <o,
Woéweczas istnieje takie o >0, ,ze dla wszystkich 7 € (0,0]zachodzi

F(x°+wd) < f£(x°).

Dowdd: wynika z wtasno$ci rézniczki Gateaux.
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Zadanie programowania nieliniowego bez ograniczen

Twierdzenie. Niech ~ /:X=R"~ R pedzie funkcja rozniczkowalng . Jesli
rex minimalizuje funkcje f(x)  tzn.
fWL/,  VxeX,
to
Vi(3)=0

Dowdd: nie wprost.
Punkt ; jest nazywany punktem stacjonarnym
Twierdzenie. Niech f : X= R" >R bedzie funkcja wypukta i
rézniczkowalng. Punkt Xe X stanowi minimum funkcji f(x), tzn.
F@E (),
dla kazdego xe X  wtedy i tylko wtedy, gdy; spetnia warunek
Vf($)=0

Jest to warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego f(x) w punkcie ; .
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Minimum lokalne i globalne funkcji f{x)

Punkt + stanowi minimum lokalne funkcji f(x) w przestrzeni R, jezeli istnieje takie
otwarte otoczenie E — R" punktu X, ze

VreE (V)< f(x)

Przy czym jesli zachodzi f@<fexdla x#x toistnieje wtedy $ciste minimum lokalne.

Punkt x stanowi minimum globalpe funkcji f(x) w przestrzeni R, jezeli istnieje takie
otwarte otoczenie R" punktu X , Ze

VreR" f()<f(x)

Przy czym jesli zachodzi f(xA) <f(x) dla x#x toten punkt stanowi ciste minimum
globalne.
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Minimum globalne funkgji f(x)

Twierdzenie:

Jesdli f:X=R"—>R' bedzie funkcja $cisle wypukia i
rézniczkowalna, to wektor XeX  spelniajacy warunek

konieczny Vf(%)=0 jest jedynym minimum globalnym
funkcji f(x).

Metody optymalizacji Wydziat Elektroniki studia Il st
Kier. Telekomunikacja

Drinz. Ewa Szlachcic

‘ Warunki wystarczajace optymalizacji dla zadania bez ograniczen

Funkcja f(x) jest funkcja ciagta i dwukrotnie rézniczkowalna. Posiada macierz
drugich pochodnych (hesjan) - A
Macierz A posiada ciag podwyznacznikéw gtéwnych |4
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Warunki stacjonarnoéci dla zadania optymalizacji nieliniowej bez
ograniczen cd.
Twierdzen

Zalozono, ze « jest punktem stacjonarnym funkcji f(x). Wéwczas zachodza ponizsze
zaleznosci:

1. Jesli hesjan A jest dodatnio okreslony tzn: |44 50 ala i=1,..n to

funkcja f(x) ma minimum lokalne w tym punkcie

2. Jesli hesjan A jest ujemnie okreslony tzn: (—l)“A(;){ >0 dla i=l..,n to
funkcja f(x) ma maksimum lokalne w tym punkcie g

3. Jesli hesjan A jest pot-dodatnio okreslony tzn: ‘A(.;) ()
badz hesjan pét-ujemnie okreslony

20 dla i=l..,n-1 oraz

-0

(*l)"A(;) A =0

>0 dia i=l,.,n-1 oraz

to nie mozna rozstrzygnac o typie ekstremum funkgiji f(x) w tym punkcie
4. Jedli nie sg spetnione warunki 1 i 2 z nieostrymi nierownosciami (wowczas hesjan A
nie jest okreslony) to funkcja f(x) nie ma ekstremum w punkcie x
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Warunek stacjonarnosci:
poprawi¢ gradient  Vf(x) ihesjan A

TWIERDZENIE. Jesli funkcja f(x) jest dwukrotnie rézniczkowalna, to w kazdym jej
minimum lokalnym bez ograniczen spetnione sg nastepujace warunki konieczne
optymalnosci zadania ZPN bez ograniczen.

Vf[}j -0 warunek | rzedu

d'Amd>0 dla vd=0  warunek Il rzedu

A= sz(;) Macierz A jest macierza $cisle dodatnio okreslong
*Warunek | rzedu jest czesto nazywamy warunkiem stacjonarnosci, poniewaz
oznacza zerowanie sig pierwszej pochodnej.

*Warunek Il rzedu dla funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych implikuje lokalng.
wypukto$¢ minimalizowanej funkgji celu.
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Sformulowanie zadania optymalizacji nieliniowej
z ograniczeniami PN :

A
Znalez¢ X takie, ze:

S&)=min f(x),

gdzie :
X ={x:g,(x)<0, i
f:X=R">FR

oraz g,:X=R"—>R"
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Sformulowanie zadania optymalizacji nieliniowej
z ograniczeniami

DEFINICJA. Kierunek d poprowadzony z punktu x jest
dopuszczalny, jesli istnieje takie o >0 ze dla dowolnego

rel[0;ol,x+rde X ,
gdzie X, oznacza zbiér okreslony jako PN.

Zbioér wszystkich kierunkéw dopuszczalnych :

D(x)={d :30 >0 takie, ze
re[0;o]l=>x+mde X }.
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Funkcja Lagrange’a

DEFINICJA.

Funkcjq Lagrange’a zadania PN nazywamy skalarng
funkcje

L(x%0) = f(X)+ (N, g(x)),

gdzie A€ R" jest wektorem mnoznikéw Lagrange’a.
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Ograniczenia aktywne:

1. g x+nd)<0, Vie A(X)
przy czym 7 €[0, 7]

2. g (&+ad)=g,(0)+2(Vg,(R).d)+0() <0

3. warunkiem koniecznym na to, aby kierunek d byt
dopuszczalny jest:

(Vg,(X),d)<0, VieARX)
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Lemat Farkasa

Niech bedzie dany w R" zbiér n-wymiarowych wektoréw
{b,a’,i=1,...,m}. Nierbwnosé
(B,x)=0
zachodzi dla kazdego x ¢ R", speiniajacego
<— a' ,x> >0,
Witedy i tylko wtedy, gdy istnieje 1=[4,,..,4,]" >0

takie, ze
n
i
b+ Aa' =0.
i=1
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Wzajemnie roztaczne zbiory kierunkow
D/(x)= {d <V (0)d > <0, € A(), <Vf(x).d > o}
Dy(x) = {d 1< Vg (¥).d > <0,i € AX), < Vf(x).d > < 0}
D,(x) = {d :<Vg,(x),d >> 0 dla pewnychi eA(;c)}

D(x)=D,(x) U D, (x)U D (x)
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Warunki konieczne Kuhn’a-Tucker’a-Karusch’a

TWIERDZENIE. Jesli

a)funkcje Sfig; sg rézniczkowalne;

b) )% jest lokalnym minimum ZPN, to istnieje A>0,dim A =m.
Takie, ze

V(R)+ Ve (0)=0
i=1
Ag,®)=0, i=l..m
Wtedy i tylko wtedy, gdy

D,(X)=¢
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Dowo6d warunkéw koniecznych Kuhn’a-Tucker’a-Karusch’a

DOWOD. Niech 7=V/(®)  oraz
a'=Vg,(X), Vie ARR)
woéwczas zgodnie z lematem Farkasa, istnieje ):, >0, i € A(X)

takie 2o vrg)= 3 A(-ve )
wtedy i tylko wtedy, chE);1 ®
(Vf(%),d)=0, VdeR",
Spetniajacego warunek dla ograniczen:,
(Vg,(%),d) <0, Vie ARX)
tzn. wtedy i tylko wtedy, gdy
D,(¥)=¢
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Dowo6d warunkéw koniecznych Kuhn’a-Tucker’a-Karusch’a

Dla i¢ A(X) nalezy przyjaé 4 =0

Wiec sa spetnione dwa réwnania:
VF(%)+D. Vg, (%) =0
i=l

Ag(®)=0, i=l..,m

Ckd
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Warunki konieczne Kuhn’a-Tucker’a-Karusch’a z wykorzystaniem
funkcji Lagrange’a

L(x2) = £ (0 + Z’j; A2, (0.
warunki konieczne: a
V LX) =0,
<i,V1L(§(, ;1)> =0
V,L(X,A) <0

A>0
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Warunki wystarczajace optymalizacji okreslane jako
warunki regularnosci ograniczen:

1. Wszystkie funkcje ograniczen g;(x) sa liniowe — warunek
regularnosci Karlina.

2. Wszystkie funkcje ograniczen g;(x) sa funkcjami wypuktymi
oraz zbiér rozwiazan dopuszczalnych ma niepuste wnetrze —
warunek regularnosci Slatera

3. Gradienty wszystkich ograniczen aktywnych, a wiec Vg (x),
dla ie A(;Ac), sq liniowo niezalezne — warunek regularnosci

Fiacco i McCormicka.
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Twierdzenie Kuhn’a-Tucker’a-Karusch’a — warunki konieczne i

wystarczajace dla zadania optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami
TWIERDZENIE. Jesli
a)funkcje /i g,
b) X jest lokalnym minimum ZPN,

s3 rozniczkowalne;

c) Warunek regularnosci ograniczer Kuhn’a-Tucker’a-
Karusch’a jest spetnionyw X

to istnieje & >0,dim & =m.

Takie, ze w punkcie ; zachodzg warunki konieczne
Kuhn’a-Tucker’a.

VIR)+ Z AVg,(%)=0

Ae®)=0, i=
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Ilustracja warunkow koniecznych i wystarczajacych Kuhn’a-Tucker’a-
Karuscha

Przyktad I

Minimalizacja funkcji f{x) na zbiorze ograniczefi nieréwnosciowych X

. 2 2
min f(x)=x," +x, *x, +0.5%x,” —x, —x,
xeX
X X +x, <0
=4X:
X, 22

x=[-2.2] rm=2
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Sformulowanie zadania optymalizacji nieliniowej PN
z ograniczeniami dodatkowo na zmienne decyzyjne x :

SR) =min f(x),
X ={x:g,(x)<0,x20, i=1..,m},
gdzie:
f(x):R" >R
oraz g,(x):R" > R',i=1..,m
Funkcja Lagrange’a

L6 = £CO+ 3 A2,00

i=1
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Warunki Lagrange’a dla ZPN z ograniczeniami na zmienne decyzyjne

x>0
VXL(;,E] >0 V‘L[;’ﬁj <0
<;,VXL(;,2)>ZO <z,vlL(;,z)>:o
x>0 Sv0
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Ilustracja warunkow koniecznych i wystarczajacych Kuhn’a-Tucker’a-
Karuscha

Przyklad I

Minimalizacja funkcji f{x) na zbiorze ograniczen nieréwnosciowych oraz
ogtaniczeniach na znak zmiennej decyzyjnej

mi)l(qf(x) :xl2 +x, *x, +0.5*x22 —X, =X,
xe

X +x,<0
X=qx:
x, 20

x=[2.0] sxm=2
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Sformulowanie zadania optymalizacji nieliniowej PN
z ograniczeniami mniejszo$ciowymi i réwnosciowymi:

) =min ()
gdzie :
X ={x:2,x)<0, i=L.,p, h(x)=0,i=p+1..,m},
f(x):X=R" >R

g,(x):X=R" >R, )
h(x):X=R" >R i=p+l,..,m

gdzie

Funkcja Lagrange’a

LM = O+ D A,8,(X)+ Z AR (X).

i=p+l
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Warunki Kuhn’a-Tuckera dla ZPN z ograniczeniami
mniejszo$ciowymi i réwnos$ciowymi

Jesli

a) funkcje f(x) ig(x)dla i
sa rézniczkowalne;
b) X jestlokalnym minimum ZPN,

.,poraz h(x) dlai=p+1,...

A
To istniejg Aiyi=l..,p

oraz istniejg j-[, i=p+l,

-»M o nieograniczonym znaku, takie ze:

V/(i)+zp:iyg,(ﬁ)+ ii,Vh, (X)=0

i=p+l
hg () =0,
Ah(R)=0, i=p+l.,m
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Ilustracja warunkow koniecznych i wystarczajacych Kuhn’a-Tucker’a-
Karusch’a

Przyklad 1T

Minimalizacja funkcji f{x) na zbiorze ograniczen nieréwnosciowych oraz
zbiotrze ograniczen réwnosciowych

. 2 2
min f(x) =x," +x, *x, +x,
xeX

2%y, —x, 24
X:
x, =0

x=[32]  rfm=19

X
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